
Äâîéíûå ðÿäû

Óòâ 1. (ïî÷òè î÷åâèäíî)

∞∑
k=k0+1

ak = lim
N→∞

N∑
k=k0+1

ak = lim
N→∞

(
N∑
k=1

ak −
k0∑
k=1

ak

)
=

= lim
N→∞

N∑
k=1

ak −
k0∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

ak −
k0∑
k=1

ak

Óòâ 2. Åñëè ðÿä
∑∞

k=1 |ak| ñõîäèòñÿ, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=1

|ak|

Äîê-âî. Òàê êàê −|ak| 6 ak 6 |ak|, òî âåðíû íåðàâåíñòâà äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì

−
N∑
k=1

|ak| 6
N∑
k=1

ak 6
N∑
k=1

|ak|

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷èì

− lim
N→∞

N∑
k=1

|ak| 6 lim
N→∞

N∑
k=1

ak 6 lim
N→∞

N∑
k=1

|ak|

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

−
∞∑
k=1

|ak| 6
∞∑
k=1

ak 6
∞∑
k=1

|ak|

îòêóäà ñëåäóåò ∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=1

|ak|

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

ak

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ðàññòàâèì åãî ñëàãàåìûå â âèäå äâóìåðíîé áåñêîíå÷íîé ìàò-

ðèöû (as(i,j)) ñ ïîìîùüþ êàêîé-íèáóäü áèåêòèâíîé ôóíêöèè (i, j) 7→ s(i, j).

Òîãäà ïîâòîðíûé ðÿä
∞∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j)

ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå.

1



Äîê-âî. Îáîçíà÷èì
∞∑
k=1

ak = A,
∞∑
k=1

|ak| = A∗

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
j=1

as(i,j)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑∞

j=1 |as(i,j)| íå óáûâàþò è îãðà-

íè÷åíû ñâåðõó:

|as(i,1)|+ |as(i,2)|+ · · ·+ |as(i,N)| 6 |a1|+ |a2|+ · · ·+ |aMN
| 6 A∗,

ãäå MN = max{s(i, 1), s(i, 2), . . . , s(i, N)}.

Äàëåå. Òàê êàê
∑∞

k=1 |ak| = A∗, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ k0 òàêîå, ÷òî

∞∑
k=k0+1

|ak| = A∗ −
k0∑
k=1

|ak| < ε (T1.1)

Ñ ó÷åòîì óòâ 2 ïîëó÷èì, ÷òî∣∣∣∣∣A−
k0∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=k0+1

ak

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

k=k0+1

|ak| < ε (T1.2)

Íàéäóòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå m0, n0 òàêèå, ÷òî âñå ñëàãàåìûå a1, a2, . . . , ak0 ðàñ-

ïîëîæåíû ñðåäè ïåðâûõ m0 ñòðîê è ïåðâûõ n0 ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Åñëè ãîâîðèòü

ôîðìàëüíî, ïðè îòîáðàæåíèè s ïðîîáðàç ìíîæåñòâà {1, . . . , k0} ñîäåðæèòñÿ â ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå {1, . . . ,m0} × {1, . . . , n0}.

Ïîýòîìó ïðè m > m0 è n > n0 ðàçíîñòü

m∑
i=1

n∑
j=1

as(i,j) −
k0∑
k=1

ak (T1.3)

íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ñëàãàåìîãî èç íàáîðà a1, a2, . . . , ak0, ò.å. ìîæåò ñîäåðæàòü

òîëüêî ñëàãàåìûå èç ìíîæåñòâà ak0+1, ak0+2, . . . . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
m∑
i=1

n∑
j=1

as(i,j) −
k0∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
k∈K

ak

∣∣∣∣∣ 6∑
k∈K

|ak| 6
∞∑

k=k0+1

|ak| < ε
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Çäåñü ÷åðåç K îáîçíà÷åíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç {k0+1, k0+2, . . . },

ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìûì ðàçíîñòè (T1.3).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞ ïîëó÷èì∣∣∣∣∣
m∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j) −
k0∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ 6 ε

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (T1.2) ïðè m > m0 áóäåì èìåòü∣∣∣∣∣
m∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j) − A

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

m∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j) −
k0∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣A−

k0∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ < ε+ ε = 2ε

Òàê êàê ε > 0 áûëî ïðîèçâîëüíûì, èç ýòîãî ñëåäóåò

∞∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j) = lim
m→∞

m∑
i=1

∞∑
j=1

as(i,j) = A

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîâòîðíûé ðÿä

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j (T2.1)

òàêîâ, ÷òî ñõîäèòñÿ ïîâòîðíûé ðÿä èç ìîäóëåé
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |ai,j|. Ðàññòàâèì ñëàãà-

åìûå ýòîãî äâóõèíäåêñíîãî ðÿäà â îäèíîèíäåêñíûé ðÿä ñî ñëàãàåìûìè ai(k),j(k) ñ

ïîìîùüþ êàêîé-íèáóäü áèåêòèâíîé ôóíêöèè k 7→ (i(k), j(k)).

Òîãäà ïîëó÷åííûé îäèíîèíäåêñíûé ðÿä

∞∑
k=1

ai(k),j(k) (T2.2)

ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå.

Äîê-âî.

Äëÿ íà÷àëà îáîçíà÷èì

∞∑
j=1

ai,j = Ai,
∞∑
j=1

|ai,j| = A∗i

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j =
∞∑
i=1

Ai = A,
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j| =
∞∑
i=1

A∗i = A∗
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Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑∞

k=1 |ai(k),j(k)| ñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû íå óáûâàþò è îãðàíè÷åíû ñâåðõó.

Â ñàìîì äåëå, èìååì îöåíêó

|ai(1),j(1)|+ |ai(2),j(2)|+ · · ·+ |ai(k),j(k)| 6
Mk∑
i=1

Nk∑
j=1

|ai,j|,

ãäå Mk = max{i(1), i(2), . . . , i(k)}, Nk = max{j(1), j(2), . . . , j(k)}.

Ïî óñëîâèþ ïðè ëþáîì i ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

j=1 |ai,j| = A∗i , ïîýòîìó ïðè ëþáîì i âåðíî

Nk∑
j=1

|ai,j| 6 A∗i =
∞∑
j=1

|ai,j|

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

|ai(1),j(1)|+ |ai(2),j(2)|+ · · ·+ |ai(k),j(k)| 6
Mk∑
i=1

Nk∑
j=1

|ai,j| 6
Mk∑
i=1

A∗i =

Mk∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j|

Ïî óñëîâèþ ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j| =
∞∑
i=1

A∗i = A∗,

ïîýòîìó äëÿ åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì âåðíû îöåíêè

Mk∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j| =
Mk∑
i=1

A∗i 6 A∗ =
∞∑
i=1

A∗i =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j|

Â èòîãå èìååì

|ai(1),j(1)|+ |ai(2),j(2)|+ · · ·+ |ai(k),j(k)| 6 A∗ =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai,j|.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî îäíîèíäåêñíûé ðÿä (T2.2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïîýòîìó ìû

ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåìó òåîðåìó 1, ïåðåñòàâèâ åãî ýëåìåíòû îáðàòíî â âèäå

ìàòðèöû. Ïî òåîðåìå 1 ñóììà ïîâòîðíîãî ðÿäà (T2.1) áóäåò ðàâíà ñóììå îäíîèí-

äåêñíîãî ðÿäà (T2.2).

4



Êàê ñëåäñòâèå òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîâòîðíûé ðÿä

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j

òàêîâ, ÷òî ñõîäèòñÿ ïîâòîðíûé ðÿä èç ìîäóëåé
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |ai,j|. Òîãäà ñõîäèòñÿ

ïîâòîðíûé ðÿä ñ äðóãèì ïîðÿäêîì ñóììèðîâàíèÿ, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå

∞∑
j=1

∞∑
i=1

ai,j =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j
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